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Методика изложения теории объёмов тел вращения зависит от подхода к изложению объемов многогранников. Основной методической проблемой при этом является вывод формулы для тетраэдра (теорема Дена), в нем необходимо явно или неявно использовать неэлементарные методы, связанные с операцией интегрирования.

Существует 4 подхода к изложению теории объемов. 
1) «Метод исчерпывания» (Погорелов). Объёмы тел вращения определяются как пределы последовательностей объёмов вписанных и описанных многогранников, при этом сложность составляет вычисление объёма шара - приходится вводить формулу для объёма тела вращения через определённый интеграл. 
2) Вычисление объёмов тел с помощью определённого интеграла (Атанасян, Александров). 
3) С помощью принципа Кавальери, который принимается за дополнительную аксиому объёмов (к аксиомам нормируемости, неотрицательности, инвариантности, аддитивности), (Виленкин). 
4) По формуле Симпсона (Киселев).

Нами разрабатывается методика изучения темы в условиях профильной школы. В частности, на базовом уровне решение задач, в том числе из открытого банка заданий ЕГЭ (на нахождение объемов частей цилиндра и конуса - 2012 г.) на основе использования аксиом меры. На профильном уровне возможно рассмотрение следующих вопросов.

1) Применение принципа Кавальери для нахождения объема шара и его частей, объема «арбузной дольки», шарового кольца (в шаре просверлен цилиндрический канал, ось которого - диаметр шара).

Сущность принципа Кавальери: если два тела (две группы тел) можно расположить в пространстве так, что любая плоскость, параллельная заданной плоскости, пересекает эти тела по фигурам, имеющим равные площади, то эти тела имеют равные объёмы. То есть суть в переходе от равенства площади сечения, которая является производной от объёма по выделенному направлению, к равенству объёмов.

Задача 1. Объём шара: Найдите объём шара радиуса R.
Решение. Рассмотрим три объекта: шар радиуса R, цилиндр высотой 
[image: image37.bmp] с радиусом основания 
[image: image2.wmf]R

 и пару конусов с общей вершиной и осью, с высотой 
[image: image3.wmf]R
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 каждый и с радиусом основания 
[image: image4.wmf]R

. Пусть оси конусов и цилиндра параллельны и направлены вдоль оси 
[image: image5.wmf]z

, центры шара, цилиндра и общая вершина конусов лежат в плоскости 
[image: image6.wmf]p

, перпендикулярной 
[image: image7.wmf]z

. Рассмотрим сечение тел плоскостью, параллельной 
[image: image8.wmf]p

 и удаленной от неё на расстояние 
[image: image9.wmf]z

. Площадь сечения цилиндра
[image: image10.wmf]2
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, конусов 
[image: image11.wmf]2
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. Сечение шара - это круг радиуса 
[image: image12.wmf]r

, причём 
[image: image13.wmf]2
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. Площадь сечения шара 
[image: image14.wmf]2
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. По принципу Кавальери объём шара равен разности объема цилиндра (
[image: image15.wmf]R

,
[image: image16.wmf]R
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) и пары конусов(
[image: image17.wmf]R

,
[image: image18.wmf]R
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.                                             Ответ: 
[image: image20.wmf]3
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Задача 2. Объём «арбузной дольки»: Центр шара радиуса R расположен на ребре двугранного угла величины 
[image: image21.wmf]a

. Грани этого угла вырезают из шара «арбузную дольку». Найдите объём дольки (рисунок 1).
Решение. Нарежем дольку на части плоскостями, проходящими через ребро двугранного угла под равными углами. Заметим, что дольки идентичны, то есть, равны между собой. Поэтому отношение объёмов групп долек пропорционально отношению углов, которые заключают эти дольки. Это означает, что объём дольки пропорционален величине двугранного угла 
[image: image22.wmf]a
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. Если двугранный угол равен 
[image: image23.wmf]p
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, то долька превратится в шар и её объём станет равным 
[image: image24.wmf]3
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[image: image25.wmf]3
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Ответ: 
[image: image26.wmf]3
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Задача 3. Объём шарового кольца: В шаре просверлен цилиндрический канал, ось которого - диаметр шара. Найдите объём получившегося тела (шарового кольца), если высота его 2h (рисунок 2).
[image: image36.bmp]Решение. Пусть центр системы координат расположен в центре шара, ось 
[image: image27.wmf]z

 - это ось цилиндрического канала, секущая плоскость параллельна плоскости х0у и удалена от неё на расстояние 
[image: image28.wmf]z

. Тогда сечение тела - это кольцо, внешний радиус которого r, причём 
[image: image29.wmf]2
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. Внутренний радиус 
[image: image30.wmf]p

 определяем по условию стыковки на кромке кольца 
[image: image31.wmf]2
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. Площадь сечения тела 
[image: image32.wmf])
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Если шар радиусом h пересечь плоскостью, проходящей на расстоянии z от центра, то сечение - круг с площадью 
[image: image33.wmf])
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. Площади одинаковы, значит, одинаковы и объёмы. Следовательно, объем шарового кольца равен объему шара радиусом h: 
[image: image34.wmf]3
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[image: image35.wmf]3
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Рисунок 1
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